CHAPITRE 7

CALCUL DE PRIMITIVES
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Dans tout le chapitre, I est un intervalle non vide quelconque de R.

I Définition et primitives usuelles

Définition 1 : Primitive

On appelle primitive d’une fonction f définie sur I a valeurs réelles ou complexes toute
fonction F définie et dérivable sur I et telle que F'(z) = f(x) pour tout = € I.

Primitives & connaitre par cceur :
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II Théorémes fondamentaux

Théoréme 1 : Primitive et opérations

Etant données deux fonctions f et g définies sur I et possédant sur cet intervalle des
primitives F' et G.

Pour tous nombres réels ou complexes A et u, la fonction AF' + uG est une primitive de
Af + pg sur 1.

Exemple :
> La fonction f définie sur R par f(z) = 322 —2e® admet comme primitive F : x — 23 —2¢®.

Théoréme 2 (admis)

Toute fonction F' définie et dérivable sur un intervalle I dont la dérivée est identiquement
nulle sur I est une fonction constante.

Corollaire 1 : Ensemble des primitives d’une fonction

Etant donnée une fonction f définie sur I qui admet une primitive F sur cet intervalle,
I’ensemble de toutes les primitives de f sur I est ’ensemble des fonctions de la forme
F + C, ou C est un nombre réel ou complexe.

Démonstration :

Les fonctions de la forme F' + C', oit C' est une constante, sont clairement des primitives
de f sur 1.

Réciproquement, soit G une primitive quelconque de f sur 1.

Alors la fonction x — G(z) — F(x) a une dérivée nulle sur I,

donc G — F est une fonction constante égale & un nombre réel ou complexe C, donc
G=F+C.

Exemple :
> Les primitives sur R de la fonction f : x +— cosx sont les fonctions de la forme
F:xz—sinx+C, avec C € R.

Corollaire 2 : Unicité de la primitive

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et admettant une primitive F' sur cet
intervalle, zg un nombre de I et yp un nombre réel ou complexe quelconque.
Alors il existe une unique primitive G de f sur [ telle que G(xg) = yo.

Démonstration :

Existence : Soit G = F—F(z9)+yo. Ona G’ = F' = f et G(xo) = F(x0)—F(x0)+y0 = vo.
Unicité : Soient G et H deux primitives de f sur I telles que G(z9) = H(zo) = yo.

Il existe deux nombres réels ou complexes C' et I' tels que G = F +C et H =F +1T.
Donc G(zg) = F(zo) + C = yo et H(zg) = F(x0) + T = yo.

Donc C = yp — F(xo) =T, donc G = H.

Exemple :
> L’unique primitive F' de la fonction f : x +— cosz telle que F(0) = 1 est la fonction
F:xz—sinx+ 1.
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Théoréme 3 (admis)

Toute fonction f continue sur I y admet des primitives.

x
On note alors = — / f(t)dt la primitive de f sur I qui s’annule en xy € I.
Zo

Remarque :
> On note plus généralement / f(t)dt une primitive quelconque de la fonction f, sur un

intervalle qu’il faut alors préciser.

Corollaire : Calcul d’intégrales

Pour toute fonction f continue sur I, dont une primitive est F' sur I, et pour tous nombres
a,bel,

b
[ st =Fe) - F@

Démonstration :
Les fonctions x +— / f(t)dt et © — F(x) — F(a) sont deux primitives de f sur I, qui

a
valent toutes les deux 0 en = = a.

b
Donc ces fonctions sont égales sur /. Pour & = b, on obtient : / f(t)dt = F(b) — F(a).
a

Exemples :

1
> frax— T admet comme primitive sur I = [0, 1] la fonction F' : z — In(1 + x).
x

1
1
Donc/ dx = F(1) — F(0) =1n2.
0 1+$

On écrit généralement dans les calculs la primitive entre crochets :

1
1
/0 1+$da§ = [1n(1+x)](1] =In2—-Inl=1In2.

D> On peut utiliser le signe intégral dans le calcul de primitives :

/tantht:tant—tsurI:}—W,W[.
272

IIT Techniques de calcul

Si ’on dispose d’un algorithme pour dériver toute fonction définie par une expression algébrique,
on ne sait en revanche pas toujours trouver la primitive d’une telle fonction. Lorsque la fonction
n’est pas une combinaison linéaire des fonctions usuelles du tableau de la premiére page, on
dispose de deux techniques pour trouver une primitive et calculer une intégrale :

1. Effectuer une intégration par parties;

2. Reconnaitre la dérivée d’une fonction composée.

Intégration par parties

L’idée ici est de lire « & ’envers » la formule de dérivation d’un produit de fonctions.
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Définition 2

Une fonction f définie sur un intervalle I est dite de classe C' sur I lorsque :
e f est continue sur [ e f est dérivable sur [ e [/ est continue sur

Théoréme 4 : Intégration par parties

Pour toutes fonctions u et v de classe C! sur un intervalle [a, b],

b b
/ o (z)v(z)dr = [u(x)v(x)]z —/ u(x)v'(z)dz

Démonstration :
La fonction z — w(z)v(z) est une primitive de la fonction z — o' (x)v(x) + u(z)v'(x),

b
donc / (v (2)v(@) + u(z)' (z))da = [u(z)v(z)]’

Exemples :

2
> Cherchons a calculer / 2z In xdx : on ne connait pas de primitive de x — xlnx.
1

1
On pose u/(x) = 2z et v(z) = Inx, d’ott u(x) = 22 et v/'(x) = ~.
x
u et v sont bien deux fonctions de classe C! sur I'intervalle [1;2].
2 2 2
1
Alors / 2z Inzdr = [x2 In x]f — / z?>dr =4In2 —/ xdx, que 'on sait calculer!
1 1 T 1
> L’intégration par parties permet aussi de calculer les primitives :

/mcosmda:::csinx—/sinxdm:xsinx—i—cosx—i—CsurI:R, avec C' € R.

Dérivée d’une fonction composée

Théoréme 5 (rappel)

Soient u une fonction de classe C* sur I a valeurs dans un intervalle .J, et G une fonction
de classe C! sur J.
Alors la fonction G o w est dérivable sur I et Vo € I, (G ou)'(z) = u/(x) x G’ ou(x).

Méthode : on lit ce théoréme « & I'envers » pour trouver des primitives.
> Exemple : soit f définie sur R par f(z) = e, avec A € C*.

On écrit f(z) = % x AeM = % x u'(x) X gowu(x),
avec u(x) = Az, g(x) = €® qui admet pour primitive G(z) = e*.
Alors une primitive de f sur R est F(z) = %G ou(x) = %e)‘x :

> Application : Primitive des fonctions x — €% cos(bz) et = — %" sin(bx).

Soit f définie sur R par f(x) = e* cos(bx), avec a,b € R et (a,b) # (0,0).
1

On a f(z) = Re [e(““b)ﬂ, qui admet pour primitive F(z) = Re +'b€(a+ib)$] =
a+i
a—1b

Re a? + b2

e (cos(bz) + isin(bz))| = T e cos(bx) + me‘” sin(bzx).
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1
Méthode : Primitive des fonctions de la forme f(r) = —5————, avec a,b,c € R, et a # 0.
ar +bx +c
On calcule le discriminant A du trinéme.
1
Si A =0, alors f(x) = ﬁ et admet pour primitive sur chacun des intervalles | — oo, z¢[
a(x — xg

1

et Jzo, +oo[ la fonction F : x — —— X .
a T — I

Si A > 0, alors f(z) se met sous la forme — ,avec A € R, et admet pour primitive

r — I r — T2
la fonction F' : x — Aln |z — z1| — Aln |z — z2| sur chacun des intervalles | — oo, x1], Jz1, 22 et
o, +00].

A

Si A <0, alors f(z) se met sous la forme m, avec A\, , B € R, et admet pour primi-

A
tive sur R la fonction F : x — — arctan(az + f3).
a

Cette méthode consistant a reconnaitre la dérivée d’une fonction composée peut étre formalisée
sous la forme d’un théoréme général :

Théoréme 6 : Théoréme de changement de variables

Etant donnée une fonction ¢ de classe C! sur un intervalle I, et une fonction f continue
sur U'intervalle ¢(I), on a :

©(b) b
/ f(z)dz = / fo(t)(t)dt pour tous a,b €
©(a) a

Démonstration :
Notons F' une primitive de f sur Uintervalle [a, b].

b (b)
Alors / o) (B)dt = [F o p(t)]} = F o p(b) — F o p(a) = [F(x)]%\) = / ™ faydo

Exemples :

™

2
> Soit & calculer J = / costsin' t dt
0
On pose f(x) = 2% et p(t) = sint. On a donc ¢/(t) = cost. Dot :

bl , B o(3) ot
J:/O fogp(t)ga(t)dt—/(p(o) f(x)dx—/o .’Edl’—g

> Cette méthode permet également de calculer des primitives, et nous allons employer pour
ce deuxiéme exemple la notation « & la physicienne » :

Soit & calculer /:E\/ 1+ 22dz.

On pose u = 1+ 22. D’ou du = 2z dz et :

1 1 1
/m\/1+x2d:p:/2\/ﬂdu:Su\/ﬂ—l—C:3(1+x2)\/1+x2+C,CER.
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